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设  ( ) V P 为数域P上的线性空间，而 { } ( ( )) L V P V σ σ = 为 上的线性变换 ，ε 

为恒等变换。 

现行的教材上线性空间求其上的线性变换的定义是对一般空间给出 

的。因此教学要兼顾一般情况下的定义又要将重点放在有限维空间上。 

当  ( ) n V P 为P上n维线性空间时，设  1 2 ( ) ( , , ) n n V P L α α α = L 

1 2 1 2 ( , , ) ( , , ) n n σ α α α α α α = L L  A，  ( ( )) n L V P σ ∈ ，  n n A P × ∈ （1） 

( ( ))  n n 
n L V P P × ≅ （2） 

由（1）（2）知  ( ( )) n L V P σ ∈ 与  n n A P × ∈ 互为唯一确定，同时说明针对⑴ 

中矩阵A成为解决线性变换的基本工具。这样有限维空间上线性变换的可 

交换问题就可以转化为  n n P × 中矩阵的可交换问题。 

一、引言 一、引言



二、 二、 可交换的线性变换的相关习题及结论 可交换的线性变换的相关习题及结论 

下面是结合我们教学及研究收集到的习题。 

习题 1（见[1,P323,习题 12]）设V是数域P上n维线 

性空间，证明V的与全体线性变换可以交换的线性变 

换是数乘变换。 

习题 2（见[1,P326,习题 25]）设V是数域P上n维线 

性空间，  , σ τ是V上的线性变换，且στ τσ = 证明： 

(1)如果λ ° 是σ 的一特征值，那么V λ ° 
是τ 上不变子空间。 

(2)  , σ τ至少有一个公共的特征向量。



习题 3（见[4,习题 9.5.15]）复数域上n维线性空间V 

上线性变换σ 的所有特征值组成的n元数组称为σ 的 

谱，如果σ 的所有特征值都是1重的，则σ 的谱称为单 

的。设σ 的谱是单的 

(1)证明： 如果线性变换τ 和σ 可交换， 则τ 能表示成σ 的 

一个次数小于n的多项式。 

(2)证明：σ 可交换的所有线性变换全是  ( ( )) n L V C  的一 

个子空间，记作  ( ) C σ ，dim ( ) dim C V σ =



习题 4（见[4,习题 9.6.4]）设V是复数域上的n维线性空间，  , σ τ是V上的线 

性变换，στ τσ = ，设σ 有s个不同的特征值，证明：σ 与τ至少有s个公共的特 

征向量，且它们线性无关。 

习题 5（见[5,P323,例 6.3.5]）设  , σ τ为n维线性空间V上的线性变换且各自有 

特征向量组成的基，试证：στ τσ = 的充要条件是V中存在一个基，其中每个基 

向量都是σ 与τ 的公共向量。 

习题 6 （见[6,习题 5.6.5]） 设V是σ 上的n维线性空间，  , ( ( )) n L V P σ τ ∈ 且στ τσ = ， 

, σ τ 各在一组基下的矩阵为对角阵。即  , σ τ 可在同一基下的矩阵为对角阵。



习题 7（见[7,P238,例 20]）设σ 是数域P上n维线性空间V上线性变换且  2 σ σ = ， 

证明： 

1） { } 1 (0) ( )  V σ ξ σ ξ ξ − = − ∈ 

2)  1 (0) ( ) V V σ σ − = ⊕ 

3）若τ是V上一个线性变换，则  1 (0) σ − 和  ( ) V σ 都在τ之下不变的充要条件是στ τσ = 。 

习题 8（见[５,P293]）设  ( ) n L V σ ∈ ，满足  2 σ σ = ，证明 

(1)  0 1 V V V = + 其中  0 1 , V V分别是V上属于特征值 0 和 1 的特征子空间。 

(2)若  ( ) n L V τ ∈ ，则  0 1 , V V都是τ −子空间的充要条件是στ τσ = 。 

习题 9（见[2,P35,习题 7.4.5]）令S是数域F上向量空间V的一些线性变换所 

成的集合。V的一个子空间W如果在S中每一线性变换之下不变，那么就说W 

是S的一个不变子空间。S说是不可约的，如果S在V中没有非平凡的不变子 

空间。设S是不可约，而ϕ是V的一个线性变换，它与S中每一线性变换可交 

换。证明ϕ或者是零变换，或者是可逆变换。



习题 10（见[7,P240,例 22]）设V是数域P上n维线性空间，  , σ τ 

是V上的两个线性变换，σ 在P上有n个互异的特征值，则有 

1）σ 的特征向量都是τ的特征向量的充要条件是στ τσ = 。 

2）若στ τσ = ，则τ 是  2 1 , , ,  n ε σ σ σ − L 的线性组合。其中ε 为恒等 

变换。 

习题 11（见[7,P237,例 18]）  , σ τ 是线性变换，  2 2 , σ σ τ τ = = ， 

证明： 

(1)如果  2 ( ) σ τ σ τ + = + ，那么  0 στ = 。 

(2)如果στ τσ = ，那么  2 ( ) σ τ στ σ τ στ + − = + −



习题 12 （见[2,P35,习题 7.4.4]） 设  , σ τ 是线性空间V上的线性变换， 

且στ τσ = ，证明：Kerσ 和Imσ 都在τ之下不变。 

习题 13 （见[2,P39,习题 7.6.7]） 设V是复数域上一个n维向量空间， 

S是V的某些线性变换所成的集合，而ϕ是V的一个线性变换，并且ϕ 

与S中每一线性变换可交换。证明如果S不可约。那么ϕ一定是位似。



习题 14（见[3,习题 9.1.1]）  2 σ σ = 为线性空间V上的线性变 

换，证明Kerσ 和Imσ对线性变换τ 不变的充要条件为στ τσ = 。 

习题 15（见[5,例题 6.4.2]）  1 2 V V V = ⊕ ，  , ( ), L V σ τ ∈ 

1 2  V α α α ∀ = + ∈  ( , 1,2) i i V i α ∈ = 都有  1 ( ) σ α α = 

证明：  1 V与  2 V 都是τ 不变子空间的充要条件为στ τσ = 。



习题 16（见[7,P237,例 18]）设  , σ τ为数域P上线性空间 

V上线性变换，且  2 2 , σ σ τ τ = = 。证明： 

1）  2 ( ) σ τ σ τ + = + 的充要条件是  0 στ τσ = = 

2）  ( ) ( ) V V σ τ = 的充要条件是  , στ τ τσ σ = = 

3）  1 1 (0) (0) σ τ − − = 的充要条件是  , στ σ τσ τ = = 

4）若στ τσ = ，则  2 ( ) σ τ στ σ τ στ + − = + − 

5）若  0 στ τσ = = ，则( )( ) ( ) ( ) V V V σ τ σ τ + = + ， 
1 1 1 ( ) (0) (0) (0) σ τ σ τ − − − + = +



习题 11、12、13、14、15、16 是在一般线性空 

间中对线性变换进行讨论。 这么多的习题表明了一 

般线性空间上线性变换的教学也是不可回避的。 

习题 110 都是对n维线性空间给出的，这些问 

题的处理利用（1）、（2）所指的关系，矩阵是一个 

基本工具。 当然按一般线性空间来处理对于基础好 

的学生也是一个提高能力的好机会。 

通过我们的教学实践发现习题 7和 8对一般的 

线性空间是成立的。 

下面对此问题作简单讨论。



三、可交换的线性变换的一些讨论 三、可交换的线性变换的一些讨论 

问题的来源[8]有一题目 

设  , σ τ是V上的线性变换， 若στ σ τ = + ， 则στ τσ = 

命题 1 设  , ( ( )) n L V P σ τ ∈ ， 若στ σ τ = + ， 则στ τσ =



证明 在（1）（2）之下 

设  1 2 1 2 ( , , ) ( , , ) n n  B τ α α α α α α = L L  n n B P × ∈ (3) 

由（1）（2）（3）知此时等价于AB A B = + 
E AB A B E = − − +  ( )( ) A E B E = − − 

因为  ,  n n A E B E P × − − ∈ ，所以可得 
( )( ) E B E A E BA B A E = − − = − − + 

BA A B AB = + = 
这样从（1）（2）（3）可知στ τσ = 证毕。 

在命题 1 证明中，本质在于 

στ ε τσ ε = ⇒ =  , ( ( )) n L V P σ τ ∈ （4）



例 1 设  [ ] V P X = (一元多项式的集合)则  ( ) V P 是无限维的线 

性空间。 

定义  ' ( ( )) ( ) f x f x σ = 
0 

( ( )) ( ) 
x 

f x f t dt τ = ∫  ( ) [ ] f x P x ∈ 

易知 

, ( ( )) L V P σ τ ∈ ，且 
0 

( ( )) ( ( ( ))) ( ( ) ) ( ) 
x 

f x f x f t dt f x στ σ τ σ = = = ∫ 
即στ ε = 

但  ' ' 

0 
( ( )) ( ( )) ( ) ( ) (0) 

x 
f x f x f t dt f x f τσ τ = = = − ∫ 

则当  (0) 0 f ≠ 时，  ( ) [ ], f x P x τσ ε ∈ ≠ 

例1说明（4）对一般的线性空间未必成立。



命题 2 设  , ( ( )) n L V P σ τ ∈ ，  0 k P ≠ ∈ ，如果  ( ) k σ σ ε τ = − ，则 
στ τσ = 

证明 由  k σ στ τ = − ，即 

k στ σ τ = + （5） 

令  1 
1 
k 

σ σ = ，则  1  ( ( )) n L V P σ ∈ 

且从（5）得 

1 1 1 , , ( ( )) n L V P σ τ σ τ σ τ = + ∈ （6） 

这样从命题 1 和（6）得 

1 1 
1 1( ) 
k k 

σ τ στ τ σ τσ = = = 即τσ στ = 证毕 

在命题2中当k=1时即得命题1。



文献[9,定理 3]韩锦扬证明了 

设  , , n n A B P k P × ∈ ∀ ∈ ，若  ( ) A A kE B = − 且  , A B均可逆，则 

AB BA = 。 

之后[10,定理 3(2)]也得到这个结果.在(1)(2)所设之 

下也得到这个结果可被改进为并在[10][11]也曾经得到 

过。 
命题 3 设  ,  n n A B P × ∈ ,若  ( ) A A kE B = − 且  0 k ≠ ,则AB BA = 。 

命题 4 设  , ( ( )) n L V P σ τ ∈ ，  , a b p ∈ ，且  0 ab ≠ ， 

若  a b στ σ τ = + ，则στ τσ =



证明 因为  0 ab ≠ 及  a b στ σ τ = + （7） 

令  1 τ = 1 
a 

τ ，则  1 τ  ( ( )) n L V P ∈ 

且从(7)得 

1 ( ) b σ σ ε τ = − （8） 

由命题 2 和(8)得 

1 1 
1 1 1 ( ) ( ) ( ) 
a a a 

στ σ τ στ τ σ τ σ = = = = 即στ τσ = 证毕。 

从（1）（2）（3）可得作为特例可得命题 1 在有限 

维空间上可交换线性变换的结论。



由（1）（2）（3）可得 

命题 5 设  ,  n n A B P × ∈ ，  , a b P ∈ ，若AB aA bB = + 且  0 ab ≠ ， 

则AB BA = 。 

在[10][11]也得到过命题 5。 

命题 6(见[12],  144 P  例 7.9)  , A B是三阶矩阵，若 

AB A B = − ,若  1 2 3 , , λ λ λ 是A的 3 个不同的特征值，证明： 

1）  1( 1,2,3) i  i λ ≠ − = 

2）存在可逆矩阵P，st  1 1 , P AP P BP − − 同时可对角阵。 

这是作为非数学专业的考研的复习题。



这可作为命题 2 的应用我们可得到： 

命题 7  ,  n n A B P × ∈ ， 若AB A B = − ,若  1 2 , ,  n λ λ λ L 是A的n个 

不同的特征值，证明： 

1）AB BA = 

2）  1( 1,2, ) i  i n λ ≠ − = L 且存在可逆矩阵P， 使  1 1 , P AP P BP − − 

同时可对角阵。



证明 

1）因为AB A B = − 等价于  ( ) A A E B = + 

由命题 3（相当于满足  1 k = − ）得，可知AB BA = 

2）因为AB A B = − 即( )( ) A E B E E + − = − 所以A E + 可逆。 

所以 -1 不为A的特征值即  1( 1,2, ) i  i n λ ≠ − = L 

由 1）可得 

存在可逆矩阵P，使得  1 1 , P AP P BP − − 同时可对角阵。证毕 

我们应用了命题 2 及矩阵上的形式，使得命题 6 成为 

特例，当然这样的证明与[12]解法不同。



例 2: 

设  ( ) [ ] f x P x ∈  ' ( ( )) ( ) ( ) f x f x f x σ = + 
0 

( ( )) ( ) ( ) 
x 

f x f t dt f x τ = + ∫ ， 

则易知  , ( [ ]) L P x σ τ ∈ ，此时 

0 
( ( )) ( ) ( ) 

x 
f x f t dt f x στ σ   = +     ∫ 

' 

0 0 
( ) ( ) ( ) ( ) 

x x 
f t dt f x f t dt f x     = + + +         ∫ ∫ 

' 

0 
( ) ( ) ( ) ( ) 

x 
f x f x f t dt f x = + + + ∫ 

' 

0 
( ) 2 ( ) ( ) 

x 
f t dt f x f x = + + ∫ 

' 

0 
( )( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 

x 
f x f x f x f x f x f t dt f x σ τ σ τ + = + = + + + ∫ 

所以στ σ τ = +



' ( ( )) ( ( ) ( )) f x f x f x τσ τ = + 
' ' 

0 
( ( ) ( )) ( ) ( ) 

x 
f t f t dt f x f x = + + + ∫ 

' 

0 
( ) (0) ( ) ( ) ( ) 

x 
f x f f t dt f x f x = − + + + ∫ 

' 

0 
( ) 2 ( ) ( ) (0) 

x 
f t dt f x f x f = + + − ∫ 

( ( )) ( ( )) f x f x στ τσ ≠ 
所以 στ τσ ≠ 

例2说明问题的结论命题1对一般无限维的线性空 

间的线性变换是未必成立。
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